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1. Introduction

Les interferomeétres sont largement utilisés en métrologie etiencgfonda-
mentale. En effet, grace a I'interference d’ondes se propageant le lorgedens
differents, des petits changements peuvent étre mesurés avec une grarsienpré
Ainsi, un interferometre optique peut mesurer de petits changements d’indice par
exemple. Des rotations peuvent aussi étre mesurées précisemeaemegaromeétrie.

Suite a la dualité onde/particule de la mécanique quantique, des interiesamte

aussi réalisables avec des atomes, des neutrons ou des électrons. Et deams plus
domaines, par exemple I'observation des effet inertiels, la sensidés’interfero-
metres a ondes de matiere est potentiellement plus grande que celle désonter
metres a ondes lumineuses [1]. Des gyroscopes et des gravimetres a atodses f

ont déja été réalisés. Dans ces interferometre, le mouvedas atomes entre les
séparatrices est libre. Le progres récent dans le piégeage et le guidtmpealper-

met d’envisager la réalisation d’'interferomeétres a atomes guleé particulier, le
guidage d’atomes au dessous d’'une puce dans des micro-structures magnétiques
semble prometteur.

Dans ce rapport, nous étudions certains aspects de la réalisation d’'ue-interf”
rometre a atomes guidés. Un guide peut étre réalisé, par exeanfdele de fils
conducteurs parcourus par des courants électrique [2]. Une lame séparatrice peut
étre réalisé a I'aide d’'une bifurcation de guide [3,4]. Un couplage tunnel entre
guides peut aussi réaliser les séparatrices [4]. Pour la réaligatiomterférometre,
la cohérence doit étre préservée lors de la propagation. En partitedienodes
transverses excités ne doivent pas étre peuplés. Dans la premiéealpase rap-
port, nous proposons un formalisme pour décrire la propagation des atomes guidés.
Nous réalisons une approximation de type WKB, et nous dérivons une condition
pour que I'atome suive adiabatiguement I'état fondamental du mouvement trans-
verse.

Le but d’'une mesure interferométrique est de déterminer une difference de
phases accumulée entre les deux bras de I'interferometre. Cetteenesspertur-
bée par la présence d’interactions entre atomes. En effet, la phase dasanue
reste pas bien définie lors de I'évolution: c’est le phénomene de diffdeiq@ihase
[5,6]. Or, dans un interféerometre a atomes guidés, le confinement pesu#itsant
pour engendrer des interactions importantes. La fin de ce rapport est consacrée a
I'effet des interactions sur I'interférometre.



La section 3.1 traite le probleme de la diffusion de phase dans un expérience
interferométrique utilisant un condensat entier. On montre la présencdl@ases
et de résurgences dans le rapport signal/bruit de I'interferomeétresétaisats si-
milaires ont été obtenus dans la littérature [7]. On présente aussi ethede’in-
terferométrique utilisant les interactions pour séparer les étaterbre d’atomes
total pair et impair.

Dans la section 3.2, on étudie le bruit de phase dans un flux continu d’atomes.
En appliqguant aux atomes guidés les outils d’optique quantique développés pour
rendre compte de I'effet Kerr, on montre dans un modele avec détection homodyne,
que linteraction entre atomes introduit un exces de bruit de la phase qui, avec les
approximations faites, reste un bruit blanc.



2. Propagation d’atomes dans un
guide

Dans ce chapitre, on étudie le comportement d'un seul atome se propageant
dans un guide. Le guide est un potentiel piegeant, ou I'atome est confiné a 2D (plan
transverse), tandis que son mouvement selon le troisieme axe (direxigitubi-
nale) est libre. Dans la section 2.1, on suppose que I'atome a une certaine impulsion
longitudinale, et on développe une approximation de type WKB. La section 2.2
discute la condition d’adiabaticité, c’est a dire, la condition pour que les modes
excités du mouvement transverse ne soient pas peuplés au cours de la propaga-
tion.

Avant de rentrer dans les calculs, il est indispensable de donner un exemple
simple de guidage magnétique emprunté a la bibliographie. Considérons un atome
de moment cinétiqué dans un champ magnétiqiedirigé selony: ses niveaux
Zeemanm) acquirent I'eénergienpB Un atome, dont le moment magnétigoe
suit adiabatiquement la direction du champ magnétique, ressent donc un potentiel
V(r) = —myB(r)|. Sila norme du champ a un minimum, les atomes polarisés selon
m < 0 sont alors soumis a un potentiel confinant.

Pour avoir un guide, le champ magnétique doit étre préparé de telle facbn qu’i
forme un puits a deux dimensions §). Une telle configuration peut étre réalisée
a l'aide de deux fils conducteurs paralleles a I'aqgarcourus par des courants
électrigues de sens opposés comme montré par la figure 2.1 [2,8]. En rajoutant un
champ extern8ey; selony, on peut annuler le champ le long d’une ligne au-dessus
des fils. Cette ligne représente le centre du guide. Le guidage d’atomes le long d’'un
tel guide a été démontré expérimentalement y compris en présencaide cu
guide et une séparation en Y [3,9]. Ces progres permettent d’envisageidatiéal
d’un interferometre a atomes guidés (fig. 2.2).

2.1 Approche semi-classique pour la propagation

On s’intéresse ici a la propagation le long d’'un guide. En général psitimntiel
est séparable, c’est-a-dire\§ix,y, z) =V (x,y) + V| (2), alors les fonctions d'onde



FIG. 2.1: Guide magnétique avec deux fils conducteurs parcourus par
des courants de sens opposé. Le champ créé par les fils est tracé au
pointillé en avant, les contours de potentiel créé par les fils et le champ
externe est marqué en arriere.

propres du systéme se factorisent sakim, y, z) = ¢ (X, y){(z), avec
1 1
<§n(a§+a§) +VL> 0=E ¢ et (§na§+v”> {=El (21

Le spectre du mouvement transverse a une partie discrete correspondante aix mode
de piége transvers@{(x,y)). La propagation (transmission ou réflexion) décrite
par{ ne change pas les modes transverses dans ce cas.

Cependant, de tels potentiels ne décrivent pas le guidage le long de courbes.
lls ne peuvent pas non plus décrire la séparation d’'un guide en deux ou le rappro-
chement de deux guides. Or ces éléements sont essentiels pour la réeatidation

(@) (b)

FIG. 2.2: (a) Deux séparatrices en Y mises face a face. (b) Deux sépara-
trices en X jointes I'une apres l'autre. Ces arrangements des fils permet
de séparer la fonction d’'onde d’un atome, et de recombiner ensuite les
deux parties. C’est le principe de l'interferometre a atomes guidés.
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FIG. 2.3: Une séparatrice en Y. Les atomes sont guidés le long des lignes
en gras. Les coupes donnent les équipotentielles dans des plans trans-
verses. Des configurations similaires ont été réalisées [10,4], etlent pe
mis de séparer en deux un jet d’atomes [3].
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interferometre. Nous devons donc considérer le cas d’un potentiel non sepaeabl
potentiel transversé (x,y) dependent decomme par exemple sur la figure 2.3. Les
fonctions propres du mouvement transverse sont supposées connues pouzchaque

(5570024 8)-+Ve) 80(2) = 0(2) (2. 22)

N’importe quel état du systeme se décompose dans cette base avec deeoteffi
dépendants de:

W(xy,2) ch n(XY;2). (2.3)

On cherche un état stationnaire d’éneffgie
(%n(a§+a§+a§) +v> W) =E|W). (2.4)

Posons
k2(2) = 2m(E—en(z)) (2.5a)
Dnm(2) = (§n( )| pr M)m( 2)), (2.5b)
d2

Di(2) = (9n(2)] 5 [4m(2) (2.50)



L'équation de Schrodinger (2.4) donne pour les coefficientdéfinis par équa-
tion (2.3) les équations couplées

2

G262+ §0n(2)+ 2 Dund) Jon(@)+ Y DR2Ion(2) =0 (26)

Remarque: On a a priori la liberté de choisir la phase des Htats)) pour
chaquez dans la forme (2.3). Cependant, pour que les coefficeng®ient conti-

nus et deux fois dérivables, et pour que I'on puisse déDipix etDﬁﬁ%, la phase des
états|dn(z)) doit vérifier certaines conditions. Par exemplédg{z)) est une bonne

base, quelle que soient les fonctions réelles dérivailes, |Wn(2)) = €7@ |on(2))

est aussi une bonne base. Pour éviter de telles oscillations non pertinentes des co-
efficientscy, on peut toujours choisir les phases pour gugz)’) soit orthogonal a
dn(2)). (Le prime () représente la dérivée selnp Si tous les modes transverses
sont non dégénérés, en appliquant les formules de la théorie des pérhgpai

déduit que le changemefti,(z)') 8z de I'état |pn(z)) di au changemeitt’dz de
hamiltonien vérifie

/ <¢k|v |¢ >
n) = 2.7
=3 e ™ (27)
L'élément de matric®, S’écrit donc
Dom= (] ¢ty = 2005 29)

Siles mouvements transverse et longitudinal sont indépendxats; D§12n)1 =0.
Les équations du mouvement (2.6) se simplifient alors, pour chggaeix equa-
tions de Schrodinger ordinaires. Pour des potentiels variant suffisamment lahteme
et une énergie cinétique suffisante, tGggpeuvent alors étre représentés par I'ap-
proximation WKB. Dans le cas général, By, et Dﬁ,zn)1 sont a priori difféerents de 0,
on se laisse guider par la solution précédente en cherchant la solution sounsda for

Ch(2) =

A”k:?)z) expi / kn(Z)dZ. 2.9)
0

On suppose maintenant que I'échelle spatiale de variation du potentied®st tr
supérieure a Ak, donc
‘Dgzrr)ﬂ < |kmDnm|. (2.10)

En gardant le couplagh,, comme une perturbation, on attende d\ieest une
enveloppe dey qui varie peu en, et que I'oscillation de,(z) provient essentielle-
ment de I'exponentiel de (2.9). On suppose donc

ARl < [KnAn|. (2.11)



En utilisant la contrainte de WKB

k/kal < 1. (2.12)
on transforme les équations du mouvement (2.6) a la forme plus simple
Avv/ka-+ Y Dk xpi [ (kin— k) = 0. (2.13)
m

On suppose maintenant que seul les modes transverses fondamental et peu ex-
cités sont peuplés et que I'énergie du mouvement longitudinal est beaucoup plus
grande que I'énergie de ces modes transverges: E. Limpulsion longitudinale
Kk, est alors a peu pres la méme pour chagjeg en développant a I'ordre 1 ep,
on trouve que

m-w:%wwfw, (2.14)

otk = v2mE ~ ks ~ km. On suppose que le couplaBem ne relie que les modes
transverses peu excités,  E), donc dans la somme (2.13) seul les modes peu ex-
cités contribuent. Cette hypothese est aussi justifiee par la formuleE.8)ilisant
I'approximationk, =~ kpy, on obtient

A - n;n an_ism expi%/(sn—em)} An=0. (2.15)

Cette équation est le principal résultat de cette section. Nous allomgemai
nant montre qu’elle est équivalente a une équation de Schrodinger 2D dépendant du
temps. Avec les nouvelles variables

4

An(2) = An(2) exp—i%/sn(z’)di, (2.16)
I'équation (2.15) s’écrit
YA Ao
|— = ~anAn+n; om (2.17)
sn—sm

C'est I'équation que I'on aurait, dans un probleme a deux dimensions, pour une
particule soumise au potentiel dépendant du tevhpsy) = V(x,y,z= %t).

2.2 Conditions d’adiabaticite

L'état transverse fondamental a la fin d’'une séparatrice symétrigué est
dégénéré. Le potentiel transverse se decompose en deux puitssdidtart indé-
pendants. Soit les états fondamentaux des deux jujfg = «)) et |W1(z= «)),
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chacun localisé sur un des puits. Dans le cas d’un potentiel qui reste symétrique
I'état fondamental¢po(z= —o0)) (resp. état premier excithi(z= —))) du po-
tentiel transverse au début de guide se transforme adiabatiquement enrfpsupe
sition (Wo + Y1)/v/2 (resp.(Wo — W1)/v/2), ce qui respecte bien la conservation
de la parité de la fonction d’'onde. Pour que la condition d’adiabaticité soit véri-
fiee, la vitesse de I'atome doit étre suffisamment faible. On nerdétera pas cette
condition ici.

Nous allons ici résoudre un autre probleme d’adiabaticité : quelles conditions
doivent étre satisfaites pour qu’'un atome suive adiabatiquement un guide en courbe
sans peupler des états excités?

Le transfere entre modes difféerents est donné par l'integrale du temnoeo-
chets de I'équation (2.15). Si la phase dans I'exponentiel tourne vite, alors l'inté-
grale s’annule et le systeme évolue sans transitions. En toute rigueur [¢dhda
tion d’adiabaticité, c’est a dire la condition pour laquelle la possililiéransition
de I'étatm a I'étatn soit tres petite devant 1, est

m
Vol < 7 (80— €m)?. (2.18)

Cela nous permet de calculer, par exemple, les parametres physiques d’un guide
en courbe qui satisfait (2.18). On considere une courbe de rayon de d®wtbe
faisant un angle toté. Tant quez < R, les fonctions propres sot(x,y;z) =
d3(x—Z%/2R)y), o1 |$?) sont des états propre d’'un potentiel harmonique de pulsa-
tion wyp. Les éléments de matrid& ,, sont

Vim = M= (031X | %) (2.19)

qui peuvent étre surestimés par

Vol <3 Vil = I (48132 09) — P TGS, (2.20)
n=0

ouag = (2rnooo)“/2 est la taille quadratique moyenne de I'état fondamental. La
condition d’adiabaticité (2.18) s’écrit

z m
moagﬁao < iwg. (2.21)

Si I'angle 6 de la courbe est peti, = znax/R. On obtient donc
kag < 1/8. (2.22)

Dans notre approximation, le rayon de coule’apparait pas dans la condi-
tion d’adiabaticité. Notons qu’il intervient, toutefois, dans les contrairRe] et
(2.11).



3. Interaction entre atomes

Au chapitre 2 on a considéré le mouvement d’'un seul atome ou d’'un gaz de
bosons sans interactions ou toutes les particules sont condensées dans &ahéme ~
En réalité, des que I'on augmente la densité d’atomes pour avoir uneumeitliee-
cision de l'interferometre, I'interaction atomique devient plus en plysoirtante et
introduit la diffusion de phase du condensat [5-7,12]. Pendant un temps caractéris-
tigue que nous estimons a la section 3.1, cette diffusion débouche sur un collapse
du contraste de l'interférence [7,13,14]. On verra qu’il existe une autre édhell
temps: le collapse est suivi par une résurgence. Entre les deux on observe une ré-
surgence partielle qui donne lieu a la séparation d’états de nombre d’atomet pai
impair. La possibilité d'un telle séparation n’est pas encore traigges la biblio-
graphie.

La diffusion de phase apparait de méme dans le cas d’'un flux continu d’atome.
Dans la section 3.2, on étudie le bruit de phase lors de la propagation. On propose
un schéma de détection homodyne pour mesutdarphase» macroscopique du
jet. En appliquant les outils d’optique quantique aux atomes se propageant dans un
guide droit, on montre que l'interaction introduit un bruit blanc de la phase.

3.1 Con£quences de la diffusion de phase sur I'inter-
ferometre — modele naf

Le contraste d’interféerence entre deux condensats dépend de la difference de
leurs phases. Dans le cas des condensats indépendants, cette differendenar
expérience a l'autre, en donnant des résultats differents chaque foioquépete
la mesure de l'interféerence. Cependant, une phase relative fixe estassles
condensats ont une origine commune : ils ont été obtenus a partir d’'un seul conden-
sat lequel on a coupé en deux de la facon suivante. Dans la suite, on supposera
toujours que, initialement, tous les atomes sont dans I'état fondamépiatiu
piege. En élevant une barriere de potentiel au centre du puits, on transéopme
tentiel du piege d’'une forme en U a une forme en W (fig. 3.1). Si les deux nouveaux
puits sont suffisamment loins de I'un a I'autre, I'état fondamental devieyérkre :
on a une fonction d’onde proprgy localisée sur un des puits, @f localisée sur
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FIG. 3.1: En transformant le potentiel de piege de la forme U en W, on
peut séparer un condensat en deux. L'état de chacun des atomes devient
une superposition des fonctions d’ondes localisée sur les puits séparés

par la barriere. Pendant la recombinaison, la superposition asymétrique
se transforme en I'état premier excité du potentiel U.

I'autre. Si la séparation est adiabatique, I'état fondamedgalest transformé en la
superposition symétriquewo) + |W1))/v/2 et tous les atomes sont, a l'issue de la
séparation, dans cet état. Les atomes sont gardés un certain temps piatestiel
W et on suppose que les étais) et ;) se déphasent dgpendant ce tempY.e
but de la mesure interféerométrique est de déterminer cette diiléde phase.

Apres, on fait interféerer les deux condensats en les réunissant : ikrbate po-
tentiel est enlevée doucement. La superposition syméttigae+|W1))/v2 (resp.
la superposition asymeétriqalo) — |W1))/v/2) se transforme adiabatiquement en
état fondamentalpp) (resp. en état premier excif@;)) du potentiel de la forme U.
Les populatiorNg etN; des états finaudo) et |¢p1) dépendent du déphasagéig.
3.3a). Sipest nul, on s’attende a retrouver tous les atomes dans I'état fondamental
'do), tandis que pour un déphasage T, la population finale de I'état fondamental
est nulle. L'interférence apparait donc dans la difference de populdiono.

Un interferometre similaire peut étre réalisé avec des agogugdés. Si un
condensat entier se propage dans un guide, alors la coordonnée longitaghoale
le réle du temps, et le probleme se ramene au cas précédent aveegisen 2D.
On peut séparer le condensat, initialement dans I'état transverse famadaipeg),
a l'aide d’'une bifurcation du guide en Y (fig. 2.2a). Apres la séparation, quand les
deux bras du guide s’éloignent de I'un a l'autre, I'état fondamental estnézg”
Wo et Y1 sont les fonctions d’'onde transverses localisées sur chacun des deux bras.
En appliquant une autre séparatrice en Y de sens opposé, on fait interséteule
condensats. Les superpositions symétrique et antisymétrique degpglats|y1)
se transforment, de méme que précédemment, en I'état fondarfientat le pre-
mier excité|d1). Plusieurs méthodes de détection de la population dans les états

1. @ peut étre dii a ce que I'energie potentielle n’est pas la méme darsuedrhs.
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o) et|dp1) peuvent étre envisagées. Par exemple, on peut utiliser le fait que I'im
pulsion du condensat dans le mode transverse premier excité est infermmlile a
du mode fondamental. Les deux paquets d’atomes se séparent donc spatialement,
ce qui permet la détection des populatidiaset Nj.

Notons qu’il existe une autre méthode pour réaliser la séparation des condensats.
Dans cette méthode, initialement, deux puits sont séparés par une baderEren-
tiel, et les atomes sont dans I'état fondamental de I'un des puits. Quand on diminue
la barriere, I'effet tunnel établit un couplage entre les deux puits, etéeses com-
mencent a effectuer des oscillations de Rabi entre les deux piéges. Apgaarntn
d’oscillation (pulset/2), on éleve a nouveau la barriére. L'état de chaque atome est
maintenant la superpositidio) +i¢1))/v/2 des états fondamentaio) et |d1)
des deux puits, qui sont les méme états qu’avant. Apres un certain termphid’é
tion séparée, on recombine les deux condensats en appliquant un autrg/@ulse
Le fait que les deux condensats soient spatialement séparés a la sont pee
détection des populations plus facile. Dans le cas d’atomes guidés, ingiteon
corresponde aux coupleurs en X (fig. 2.2b).

On étudie dans la suite I'effet des interactions entre atomes sur le derttlias
terference. Des approches similaires pour I'interferometre aegqriggés en 3D
[14,15,7] et pour des atomes guidés [4,10] se trouvent la dans bibliographie.

Puisque I'on mesure le nombre total d’atomes a la fin, il est justifié de cenesid”
comme état initial un état de Fodtip: N), ou lesN atomes sont dans le méme
état|do). Si on néglige l'interaction pendant la séparation, chacun des atomes est

transformé de facon indépendante, donc I'état du systeme devient:
_ 11 g s\
) = Spo(@ra) 0

= \/%ki)@)%wo:k;%w—k% (3.1)

A priori, une fonction d’ondep satisfaisant I'equation de Gross—Pitaevskii pour
n atomes dépend de Donc siygp et Y1 dans (3.1) ne dépendent pas lddes
états|Wo: k;W1: N —Kk) ne sont pas solution de I'équation de Gross—Pitaevskii pour
tous lesk. Ces états évoluent dongyp et ), se déforment d’'une fagcon qui dépend
de k. Pour simplifier le probleme, on va plutdt supposer que I'état généréapar |
Séparatrice est:

) = ﬁki,/ () w8 kul s Nk, 32)

ou qu(”) satisfait I'equation de Gross—Pitaevskii pour le nombre d’atames

™ k" P = (" 33)
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Siles variations depi(”) selonn sont négligeables sur l'intervall — +/N,N++/N],
alors I'état (3.2) est équivalente a I'état (3.1). On suppose que la séparast
symétrique, ce qui assure gbg(n) = E1(n) = E(n).

Un développement dE(n) autourN/2 conduit a I'expression suivante de la
phase accumulée par la composaktdl — k) :

d?E(n)
dr?

ou le terme erdE/dn s’annule dandN/2 a cause de la symétrig(n) = E1(n).
Alors, I'évolution de I'état (3.1) s’écrit

[Eo(K) + E1(N —K)]t = 2E(N/2)t + (k—N/2)2%, (3.4)

n=N/2

_etiot 8 N LiE(kIN/22 e ety -
o) = S 5 () o ki N @)
ol oy = 2E(N/2) et€ = d’E(k)/dK?| ;- Pour estimeE, notons que
dE(n) o . (n) 4
~ — () = (il )+ kn [ (gl (3.6)

Si la fonction d’ondepi(”) varie peu em autourN/2, alorsé ~ K [ |y;|4.

Apres un temps d’évolution, on applique la deuxieme lame séparatrice. Rappe-
lons que la superpositiofyo + Y1) /v/2 se transforme en état fing 1, et que, en
plus de I'évolution due a I'interaction, les étapg et ); sont déphasés dg On
s'intéresse a la dependancegdes populationsly et N1 des états finaugg et ¢,
ce qui est représenté par la figure 3.3a@St 0, on s’attend a ce que I'état final
soit|¢o: N;¢d1: 0). En réalité, dés que I'on augmente le temps d'interaction, la dif-
ference des populations tends vers 0, et sa variance tendsyBrscBmme si les
phases des composantes de I'état (3.5) étaient aléatoires« @éttehérence est
visible dans la figure 3.2.

Le temps caractéristique de ce collapse dépend du nombre total d’atoares. L
gument naif suivant permet d’estimer ce temps. Un terme de pha8k eans
la décomposition (3.5) correspondrait a une phase relétigatre Yo et Y1. Or
dans I'expression (3.5), le terme de phase n’est pas linéaile erais s'écrit
&t(k—N/2)2. Pour lesk aux alentours dig, en linéarisant on trouve unephase:

B0 = 28t (ko — N/2). Puisque(kg — N/2) parcourt la distribution binomiale de lar-
geurv/N, on a une largeur en phase

AB ~ 28v/Nt. (3.7)
On a une dispersion total de la phase lorsque cette largeur est de I'ordreCel2
correspond au temps de diffusion de phase
1

(3.8)
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FIG. 3.2: La difference des populations et sa variance en fonction du
temps d’interaction. Le nombre total d’atomes estNa} 99 et (b)N =

100, le déphasage egt= 0. Apres le vite collapse, on a une résurgence
partielle at = 11/§, et une totale &= 2r1/¢.

Cette dépendance de avec le nombre d’atomes est bien justifiee par notre simu-
lations. Le méme ordre est obtenu dans les références [14,6,7].

Le collapse de phase est un effet indésirable dans I'interferometedfdf, dans
un interferometre, on veut déterminggrace a la mesure d§ — Np. Or 'amplitude
de la fonction sinusoidal@N; — No) (@) décroit avet. De plus, la variance dg\; —
Np), elle, augmente. (Cf. fig. 3.3.) Cela débouche sur la diminution totale du rapport
signal/bruit et sur I'arrét de l'interférence.

Il est facile de voir a partir de I'évolution (3.5) que l'interférence sgauve
pourt = 2rm/& (avecn entier). Cette résurgence de phase est bien connue [14].

Un autre phénoméne intéressant apparait=art/&. Le facteur de phase sous
la somme dans (3.5) devient indépendankds N est impair. Dans ce cas, tous
les atomes réapparaissent dans le mippgl€fig. 3.2): on a une résurgence totale
de l'interférence. Par contre, Ki est pair, I'interaction provoque un déphasage
pour chaque composante avyeanpair. Cela est équivalent a un déphasagde
I'état [Yp), donc tous les atomes réapparaissent dans le p@ésm causent une
résurgence inverse. On relache maintenant la condition initiald fige, et on
s’autorise a avoir une superposition d’états de Fock en entrée. Apresipgs t&in-
teractiort = 11/¢ les composantes de Fock sont séparées a la sortie : ceux de nombre
d’atomes impair sortent par le modig, tandis que ceux de nombre pair sortent par
¢1. Notre interferometre se comporte donc comme un peigne. La possibilité d’une
telle séparation n’est pas encore traitée dans la bibliographie.
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Fic. 3.3: La difference des populations moyennes et sa variance en
fonction de déphasage Le nombre total d’atomes edt = 100, le
temps d’interaction est (&} = 0, (b) &t = 0.011m, (¢) &t = 0.03m, et (d)

&t = 0.061
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3.2 Effet d’'interactions lors de la propagation

On a vu que linteraction atomique introduit un bruit de la phase relative des
condensats dans les deux bras de l'interferométre. On s’intéresseenaang
I'évolution de phase des atomes quand ils se propagent dans un guide droit. Cette
phase, évidemment, n’est pas une quantité physique mesurabldagarase d’'un
seul condensat n’est pas bien définie. Toutefois, on peut la comparer a la phase
d’'un autre condensat beaucoup plus grand (aussi dit oscillateur local en optique
quantique) en faisant une détection homodyne (fig. 3.4). La difféerence des courants
des deux détecteurs dépend de la phase relative des deux condensats. Ledruit de |
phase est donc donné par le bruit de la difference des courants. Notons que la dé-
tection homodyne est vivement connectée a l'interferométrie : si osautdiméme
source d’atomes pour l'oscillateur local que le mode guidé en interaction, on se
rameéne a un interférometre.

Dans la premiére partie de cette section, un modele naif est pré&sepoint de
vue des particules. Dans la deuxieme partie, nous appliquons les résultats d’optique
guantique sur la propagation de faisceau lumineux dans milieu Kerr [16,17] au cas
d’'un faisceau d’atomes.

Pour simplifier, on considérera un guide rectiligne dont le potentiel est amtari
par translation dans la direction longitudinale. On se place dans le casasciedu
d’atomes est suffisamment dilué pour que I'énergie d’interaction par atorhe soi
suffisamment faible pour ne pas peupler les modes transverses excités £0uise r
donc a un probleme a une dimension.

3.2.1 Point de vue des particules

On suppose gue le guide est alimenté atome par atome lancés indépendamment
les uns des autres avec une impuldigau début de guide. Chaque atome est repré-
senté par un paquet d’onde gaussien d’extergjore potentiel d’interaction entre
deux atomes esf(r1,r2) = kd(r1 —rz). Lénergie d’interaction entre deux atomes
distant de est alors

Us(r) = K/dz% exp(—%) exp(—(zz_z(zr))2> — \/T_'TZZO exp(—%) .

(3.9)

On noten la densité linéigue moyenne d’atomes dans le guide. Puisque les atomes
sont lancés indépendamment les uns des autres, le nombre d’atomes compris entre
etr +dr obéit a une statistique poisonnienne : sa valeur moyenne dans cet intervalle
estdN = ndr, et sa variance es{dN?) = dN = ndr. L'énergie totale d'interaction
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vue par un seul atome et sa variance s’écrivent

(U) = /Ul(r)dN e (3.10)
32 = /Uz(r)d(éNz) _xn (3.11)
)t N '
Le bruit de phase accumulée par un atome pendant le temps de paggpgst
sp~ <V (3.12)
Vov/20

Plus les atomes sont localisés, plus la dispersion en phase est grande. Pouedimi

le bruit de phase, on propose donc d'utiliser une source d’atomes cohérente ou les
atomes se propagent avec la méme impulkipoiNotre calcul, cependant, n’est pas
valable sizy 2 L, donc une autre approche est souhaitable.

3.2.2 Approche optique quantique

On propose I'expérience suivante pour mesurer le bruit de phase di a I'inter-
action atomique. Un faisceau intense d’atomes de pulsaio@st généré par un
laser & atome, et il est guidé le long du chemin en gras (voir fig. 3.4). Le cenfine
ment du guide est suffisamment faible pour que I'on puisse négliger I'interaction
atomique. A l'aide d’'une séparatrice fortement asymeétrique, on sépare tiee pa
beaucoup moins intense (dit le condensat d’intérét) du reste (dit mode classique ou
oscillateur local en optique quantique). Le confinement du potentiel transverse du
guide du condensat d’intérét (la pulsation du puits) augmente, ce qui implique une
diminution de la largeur de la fonction d’onde de I'état fondamental transverse. Ce
fort confinement conduit a une densité d’atomes élevée, et engendre une ioteracti
entre atomes considérable. Une diffusion de phase peut alors se produire. Ala fin de
la région de longueut, on mesure la phase en utilisant une détection homodyne:
le condensat d’intérét est mélangé avec le mode classique par undrs&payané-
trique. La difference des nombres d’atomes sur les deux raies de sortetaxttd.

Désignons paﬁJ(z,t) I'opérateur du champ le long de la région d’interaction,
et parA I'opérateur d’annihilation du mode classique a I'entrée de la sepze sy
métrique. Le mode classique est dans un état cohgkgretA évolue seloreet,

Les modes sortant la séparatrice sgH{L,t) +A)/v/2 et (¥(L,t) —A)//2. Les
courants des détecteurs sont proportionnels aux nombres d’atomes de ces modes.
Leur difference, qui est le signal qui nous intéresse, correspond a 'epérat

[(t) = A" P(L,t) + Ae o QT 1), (3.13)
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signal

séparatrice
séparatrice ,
asymétrique  Symetrique dét. 2

région d’interaction

det. 1
détection homodyne

L

FiG. 3.4: Arrangement de mesure homodyne. En mélangeant le mode
de l'interét avec un champ intense, on peut mesurer 'opérateur de qua-

dratureQ; (t) = (€5P(L,t) + e ePT (L 1)) /V/2.

ou on a remplacé?\( t) avec sa valeur moyenne clas,s,io/A|e“‘*’Ot La détection
homodyne est sensible a la composante du chmhpt) de pulsationwo, ce

qui justifie l'introduction de I'enveloppe du champ lentement varlab(e,t) =
e(wtLko?) (7 t), ol kg est impulsion d’'un atome d’énergi@g. Si on choisit la
phase du mode classique tel kol — |A|€€, ol € est un paramétre réel, alors
I( ) est proportionnel a I'opérateur quadrature du champ

Qe = 5 (@biLy +e ¥ L), (3.14)

Classiquement); est la projection, dans I'espace des phases, du vecteur représen-
tant le champ sur la droite faisant un anglavec I'axeOx (fig. 3.5). Si on notex

la représente complexe du champ, des petits changements de la phase du nombre
complexen autour deb, peuvent étre obtenus, en mesurémn/z, par

a[88 = Qg ry2- (3.15)

Les fluctuations de phase sont donc données par les fluctuatid@§+q;.§. Les
calculs suivants permettent de déterminer ces fluctuations.

Dans la région d’interaction, I'équation du mouvement de I'opérateur champ e
donné par

02

0 ~
i—W(zt)=— oMo

P P(z,t) + kP ()P (2 t) V(2 t). (3.16)

18



<QT[/ 2> \0\
0 |
—
%/—/ .
(Go) Qo

FIG. 3.5: Représentation de I'état cohéram} dans I'espace des qua-
dratures. Les fluctuations de ph&sest donné par le les fluctuations de

quadratureg /.

On peut toujours développ&t(z t) dans intervalle[0,L] selon la base propre de
I'opérateur de I'énergie cinétique longitudinal dans la région d’intevactselon
Wn(2) = expiknz avec I'énergie cinétiquex(ky). Soit &, I'opérateur détruisant un
atome de fonction d’ondé),(z). En point de vue de Heisenberg, I'opérateur du
champ au point a I'instantt est

B(zt) =3 n(2an(t). (3.17)
n
Au début de guide, on a lancé des atomes de I'énesgie w(ko), et on s’intéresse
a cette pulsation dans la détection homodyne. On développewléh@utourky :
w(k) = wo + vg(k— ko), ol vy est la vitesse de groupe. Le terme de I'énergie ciné-
tiqgue dans (3.16) est alors

1@y
2m 022

= 5 [60+ Vg(kn — ko) |€“7an(t). (3.18)

Avec I'enveloppe lentement variable du champz t) = @tz P(zt), lequa-
tion du mouvement (3.16) s’écrit :

i W= —wp® -+ kWTH2 45 o + Vg (kn — ko) I (knLko)z oty (1)
n
QT,’.‘, 2 0 =
=KWY'YY — |vga—ZqJ. (3.19)
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En appliquant le changement de variable t — z/vg, le champ®(z,1) = lTJ(z,t)
veérifie

Th(z1) =iz b b T). (3.20)

Avant de résoudre cette équation, notons QUET) est une fonction deé(0,1)
et ded'(0,1). On conclut quéP(z t) est, en général, une fonction B&0,t — z/vg)
et de®T(0,t — z/vg) :

a
~

Bz t) = (0.t - 2/vg), ¥ (0.t — 2/vy)). (3.21)

Le champx suit » les paquets d’onde bougeant avec la vitegse
Pour résoudre (3.20), on linéarise autour la solution classique stationnaire :

2
Do(z) = ado(z) = %exp(—i Kl?/g z> . (3.22)

Cette solution correspond a un éfaj de mode représenté par la fonction d’onde
Wo(2) = L+Y/2expi(ko — AK)z avec une impulsion décalée d& = k|a|2/Lvg par
rapport ako a cause de l'interaction. La densité linéique moyenne d’atomes dans la
région d’interaction esjoi?|/L, et la fonction d’onday(z) satisfait I'equation de
Gross—Pitaevskii de potentiel chimicus. 2

Dans cet état, la valeur moyenne du chamg@®st, t)) = ado(2) [ou (P(z,t)) =
ael@ty,(2)]. On cherche donc la solution de I'eéquation (3.20) sous la forme

P(z,t) = Wo(2) + 3P(z 1), (3.23)

oudd est supposé comme une variation petite devant la partie classique. Aux ordres
linéaires erd®, on réécrit I'equation (3.20):
0

50 = —i X [2/d|250+ 035D . (3.24)
0z Vg

2. La solution classique indépendantwméécrit un flux d’atomes stationnaire, tel que la densité
linéiquen|a|?/L est uniforme et constante. En généralpeut dépend de, en donnant lieu a la
propagation d’un paquet d’atomes, ce qui est le cas, par exemple, pourpuision d’'un« laser»

a atomes. Bien sr, dans I'approximation de vitesse du grodfi/Pm)9?/0z% ~ oy — ivg(9/0z—
ko)], la fonction d’'onde

_ Klat —z/vg>2> :

Lvy

Wo(zt) = %exp—i [wot— (ko

satisfait I'equation de Gross—Pitaevskii dependent de temps @tiur z/vg)|? atomes.
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FiG. 3.6: Contour de la distributions de quasi-probabilite du vide et
d’'un état comprimé dans I'espace des phases du clﬁain(up 1). Le
processus du compression est décrit par le hamiltdﬁienAk(6&>+
5301)2/2.

En introduisant le changement du char&i}(z,r) = CD;‘)(Z)E)&D(ZJ), on obtient
I'équation de« squeezing

2 2 st
C%E)CD — _iAk <6CD+ ) ) . (3.25)

La méme évolution est obtenue avec le hamiltorier: Ak(6$+ 6&*)2/2, ou le
temps est remplacé parUn tel hamiltonien appliqué au vide réalise un état com-

primé (le vide est compris par rapport au chabdy). Une interprétation graphique
est montrée sur la figure 3.6.
En ajoutant membre a membre a (3.25) son équation hermétique conjuguée, on

montre que533+ 50" ne dépend pas de La solution est donc

~
_

2 a2t
0P (z,1) = (1—-iAkz)dD(0,T) — iAkDP (O,1). (3.26)
La formule (3.21) s’écrit alors:

3¥(z,t) =(1 - inkz) e K25W(0,t - 7/vg)
. 1
— iAkzeHATZY (0,1 — z/vyg). (3.27)

O; s'écrit, en fonction des variatiods! et 3%,

Be(t) = V2 ReEdo(L)] + é (€=3B(L.t) +eiesd (L.1)). (3.28)
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En négligeant les variatior®¥ et 3¥T, la valeur moyenne d€(t) est nul pour
€ = AKL, ce qui était attendu caxkL est la phase due aux interactions accumulée
pendant la propagation. Le bruit de phase est donc déterminé par la mesure de la

quadraturéa 2
La fonction de corrélation dé£ est donnée par
Ce(t,t) = (Qe()Qe(t')) — (Qe(t))(Qe(t))). (3.29)

On s’attende a ce que, au début de la région d’interaction, le champ atoamique
rive dans I'état cohérent du mode classique, d&#¢0,t) |a) = O pour toutt. On
exprime (3.29) avec I'opérateurs du champ au ppiat0. La partie classique, évi-
demment, ne contribue pas. Les termes linéaires en champ donnent anissazér
dans notre approximation linéai@¥(L,t) contient les champd¥(0,t — L/vg) et

3¥T(0,t — L/vg) au premier ordre, dont la valeur moyenne s’annule. En utilisant
(3.27), les termes restants s’expriment:

%i's@@(u)a@(u')) ::—ZLeZi(“A"L)(l— iAKL) (—iAKL)D(t' —t),  (3.30)
%<6®(L,t)6¢T(L,t’)) :%(1_ iAKL) (1+iAKL)D(t —t), (3.31)

%<5®T(L,t)5®(L,t’)> :%(iAkL)(—iAkL)D(t’—t), (3.32)

e;z i <6¢T(L,t)6¢T(L,t’)> :%eM(SLA"L)(iAkL)(1+ iAKL)D(t' —t),  (3.33)

S st
ouD(t'—t) = (dW(0,t —L/vg)d¥ (0,t'—L/vg)). En remplacant la valeur moyenne

) T
par([dW(0,t —L/vg).0W (0,t'—L/vg)]) = (1/vg)d(t' —t), on obtient pour la fonc-
tion de corrélation :

Ce(t,t)) = —AkszcosZs—AkL)+AkLsin2(a—AkL)+Ak2L2+} 1as(t’—t).

21 vg
(3.34)
La fonction de corrélation de la phase est donc
C 00) = [2ak2L2 4 1] L —t 3.35
AkLmy2(ts )—[ +ﬂv—g( —1). (3.35)

Le bruit de la phase est un bruit blanc. Sa densité spectrale est supéareicpie
I'on a en I'absence d’interaction.
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4. Conclusions

Dans la premiéere partie du rapport, on a étudié le mouvement d’atomes dans un
guide. On a précisé la condition pour que I'atome suive adiabatiquement datat f
damental du mouvement transverse. A l'aide de notre résultat, on peundeer
par exemple, les paramétres expérimentaux permettant la séparatiérente des
ondes atomigues sur une séparatrice en Y : I'impulsion longitudinale des atomes et
sa dispersion, le confinement du potentiel transverse, I'angle entre les dewabebras
séparatrice en Y, etc.

Dans la derniére partie, on a montré que l'interaction entre atomes inttoduit
bruit de la phase macroscopique du condensat. Dans le cas ou la phase d'un jet
d’atomes est mesurée par détection homodyne, on a obtenu un bruit blanc: on ne
trouve aucune corrélation entre deux résultats consécutifs. Dans notedemliad "
mesure n'a aucun effet sur I'état du systeme. Le probleme reste ogeeniment
la mesure de phase influe l'interferométre ? Pour le résoudre et pour éeslier |
corrélations spatiales dans le condensat, nous proposons a faire une simulation de
Monte Carlo quantique.
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